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RI~SUMI~ 
l~tant donn6 un multigraphe M dont les ar&es sont valu6es positivement, on associe 
ti tout multigraphe partiel M'  de M un mon6me Cz ~ de la variable complexe z. I C I 
est le produit des valeurs des ar~tes de M' et h le nombre de sommets qui sont extr6mit6s 
d'un nombre pair d'ar&es de M';  en outre C est pris positif ou n6gatif suivant que la 
demi-diff6rence entre het  le nombre total n de sommets est paire ou impaire. 
Quant M'  parcourt tout l'ensemble des graphes partiels de M, ~ Cz hest un polyn6me 
de degr6 nen  z, dont on d6montre, .htitre de propri6t6 principale, que tousles z6ros 
sont necessairement r6els. 
On examine la signification 6num6rative de ces polyn6mes dans le cas oft les valeurs 
des ar6tes sont des entiers (graphes partiels d'un multigraphe), ainsi que plusieurs 
autres de leurs propri&6s. 
On 6tablit enfin un lien de dualit6 entre les polyn6mes ainsi d6finis et une classe de 
polyn6mes rencontr6s par Lee et Yang [3]. 
1. PRI~LIMINAIRES 
La p lupart  des dff in i t ions donn6es ci-dessous rappel lent  la terminologie 
la plus courante,  employde notamment  dans [1], [2], et [4]. 
1.1. Par  multigraphe nous entendons un  triplet 
g - - - -  (6e ,~ ', ~0), 
o/1 6e est un ensemble (de sommets), ~'  est un ensemble (d'arYtes), et 
est une appl icat ion de d dans l 'ensemble des parties de cardinal  2 de S~'; 
si ~(a)  ~- {~, r}, cr et ~- seront les extr~mitds de l 'ar&e c~. I1 s 'agira en 
part icul ier  d 'un  graphe si q~ est une injection. Nous  supposerons dans tout  
ce qui suit que les ensembles ~ et d sont  tous deux finis. 
1.2. Le cocycle d 'un  sommet  s est l 'ensemble des ar6tes dont  s est 
l 'une des deux extr6mitfs, et le bordfl(M) du mult igraphe M est l 'ensemble 
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des sommets dont le cocycle est de cardinal impair; il est bien connu qu'un 
bord est n6cessairement de cardinal pair. Nous parlerons aussi de 
l'anti-bord, ou compl6mentaire du bord dans .9~: le cardinal d'un anti-bord 
est donc toujours de m~me parit6 que celui de ~.  
1.3. Si l'on se donne une partie ~1' de ,~/ et que l'on appelle q~' la 
restriction de 9~ ~ d ' ,  le multigraphe M'  = (~,  ~",  ~') est un multigraphe 
partiel de M = (5~, d ,  cp); on 6crit partbis en abr6g6 M'C  M. Bien 
entendu la relation d'inclusion entre M'  et M n'implique aucune relation 
analogue ntre leurs bords ou anti-bords. 
1.4. Un multigraphe (SQ d ,  q~) est valud si l'on se donne une application 
oJ de ~g dans un ensemble num6rique E sur lequel on peut faire les 
hypoth6ses que l'on veut; nous prendrons en principe ici pour E l'ensemble 
des nombres r6els positifs. 
On d6signera parfois par M = (,~, ~',  % w) un multigraphe valu6 
et o~(a) s'appellera l  valeur de l'ar&e a. 
2. POLYN()ME ASSOO~ ~, UN MULTIGRAPHE VALUI~ 
Soit M = (6 e, d ,  9~) un multigraphe de n sommets et de k ar&es valu6 
positivement par r A tout multigraphe partiel M' = (5 e, d ,  qr de M 
on peut alors associer un mon6me d'une variable z, soit C(M')z hCM'~ ou 
plus bri6vement Cz ~, d6fini comme suit: 
2.1. 
I C I = I ]  o~(~) si m_l' ~ ~, 
IC l= l  si N'  = 4,. 
2.2. h est le cardinal de l'anti-bord e M'. 
2.3. C est positif ou n6gatif suivant que l'entier (n -- h)/2 est pair ou 
impair. Nous appelons polyn6me associ~ ~ M le polyn6me d6fini par 
Q(z) ~ ~ C(M')z hl~~ 
MtCM 
Ce polyn6me st ainsi d6fini comme la somme de 2 k mon6mes; il est de 
degr6 n, et il est pair ou impair en z suivant que l'entier n est lui-m~me 
pair ou impair. 
EXEMPLE. Soit M le graphe de 4 sommets et 4 ar&es (n ---- k ~ 4) 
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repr6sent6 par la figure I ; a, b, c, d, sont non pas les noms mais les valeurs 
des ar~tes. On a dans ce cas 
Q(z) -- (1 +abcd)  z4 - (a + b + c + d + ab + bc + cd + ad 
+ abc + bcd + acd + abd) z 2 + ac + bd. 
FIGURE 1 
L'objet principal du pr6sent article est de montrer que le polyn6me 
associ6 5. un multigraphe valu6 positivement a toujours tous ses zdros rdels 
(reals pas n6cessairement distincts). 
3. SOMMES RI~DUITES 
Nous aurons besoin d'utiliser entre certains nombres l'op6ration 
suivante, que nous noterons .+("addition r6duite"): 
x+y 
x+y-  
9 l+xy  
D6finie pour x et y quelconques d'un corps commutatif sous la condition 
xy @ --1, cette op6ration poss6de manifestement les propri&6s ci-apr~s: 
3.1. elle est commutative: x + y = y + x; 
3.2. elle est associative: (x + y) .+ z ---- x + (y .+ z); 
3.3. 0 est 616ment neutre: x + 0 = x; 
3.4. 1 est 616ment absorbant: x+.  1 = I; 
3.5. si x et y sont complexes avec ~(x)>~ 0 et ~(y)> 0, alors 
~(x  .6. y) > 0 (le symbole ~ d6signe la partie r6elle). 
4. FORME CARACTI~RISTIQUE D'UN GRAPHE COMPLET 
Soit le graphe complet M~ dont les sommets forment l'ensemble 
~ ~ {1, 2 ..... n}: i'ensemble des [n (n -  1)]/2 ar~tes 6quivaut alors ~t 
l'ensemble des parties (p, q}(p :# q). 
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Associons des variables ~ aux diff6rents ommets et des variables a~q 
aux diff6rentes ar~tes, et formons pour cbaque graphe partiel de M, ,  
c'est-/~-dire pour chaque partie ~/' de d ,  l'expression 
Po= Z(  I-I a,,, II ',), (1) 
9 ~r 'Cd J  '{ p, q}~5~2" peB(.Y~') 
off ]3(d') d4signe le bord de ,;d'; les produits 6tendus a des ensembles 
rides sont pris comme d'habitude 6gaux 5. 1. 
Pour Ies valeurs 2 et 3 de n on a ainsi: 
P2(axz ; s l ,  s2) = 1 --  a12s1s2, 
P3(ax2 , ala, a2z ; $1,  $2 ,  $3)  = 1 + a12alza2a + (a12 -+- alza2a ) sxs 2 
+ (a13 + a12az3) sis3 + (a23 + a12a13) s2sa. 
I1 est facile de s'assurer, par suite de la d6finition marne de la notion 
de bord, qu'une mani~re 6quivalente de former P. est de d6velopper 
le produit 
I-'[ (1 q- a,qS,Sq), 
{p,q}e~, r 
mais en remplagant par 1 le carr4 de toute "variable de sommet" chaque 
lois qu'on le rencontre; on peut notamment ainsi passer de P.-1 a P. en 
multipliant par le produit 
(1 + al,dls,)(1 + a2,,ses,,) "'" (1 + an_l.ns~_ls~). 
Une cons6quence fondamentale de cette remarque concerne la forme 
que prend P, lorsqu'on y remplace la variable s, et elle seule par 1. On a 
en effet alors ~t multiplier P,,_I par 
(1 + al,s0(l + a~.,,s2) "'" (1 + a,_l . ,s ,_O, 
en tenant oujours compte de la ragle 
(S1)  2 - -  - -  (So_1)  2 = 1. 
On trouve ainsi par exemple 
P3(al~, ala, az3 ; sx, s~, 1) 
= (1 + slalz)(1 + so.a,,a) = av,.(sl + al~)(s~ + a~_a); 
P4(al~ , ala , a14 , aza , a24 , aa4 ; s t ,  s~ , s z , 1) 
----- (1 -k a12alza2a)(l + sial4)(1 + s2a2~)(1 + szaa4) 
+ (a12 + alaa2z)(s1 @ a14)(s2 @ a24)(1 + saa34) 
+ (aln + a12a~a)(s1 + a14)(1 + s~a~)(sz + a3~) 
+ (a~a + a~a~z)(1 + Slal~)(s~ + au)(sa + a~). 
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II est clair que si maintenant on remplace les variables par des valeurs 
num&iques qui n'annulent aucune des expressions 1 + s~a~., on peut 
6crire les rfsultats ci-dessus en introduisant des sommes r6duites: 
Pa(al~ , a13, a2a ; sx , s~ , 1) 
= (1 + s~aa3)(1 + s~a~3) Pz(a12 ; sl +. als, s2 +. a23) 
P4(a12 , a13, a14, a2z,  a24, as4 ; s 1 , s 2 , s 3 , I) 
= (1 + sial4)(1 -4- $2a24)(1 ~- saaz4) 
• P3(ax~, a13, a~3 ; Sl +. al~, s2 +. a24, sa +. aa4) 
et plus g~n6ralement (en omettant, pour all6ger l'6criture, de rappeler 
les variables d'ar~tes): 
Po(sx .... , S._x, 1) 
= (1 § sial.) "'" (1 q- s._xa._l,.) P._l(Sl .+ al . . . . . .  s._x + a._x..) (2) 
5. LEMME FONDAMENTAL 
Si la forme caract&istique Pn s' annule pour un systdme de valeurs rdelles 
positives des n(n -- 1)/2 variables d'ar~te t un syst~me de valeurs complexes 
r~ parties rdelles non-ndgatives des n variables de sommet, alors ces n 
dernikres valeurs sont toutes imaginaires pures. 
Pour n = 2, avec des notations simplifi6es le lemme revient/t affirmer 
que l'on a l'implication 
1 + a(s' + is")(t' + it") = O] 
a>O ] => s' = t' = O. 
s ' />O t ' />O 
La v&ification est immediate, par exemple en partant de la nullit6 
de la partie imaginaire, qui s'exprime par 
t's" + s't" = O; 
si l'un au moins des hombres non-n6gatifs ' et t' est diff&ent de O, ceei 
est incompatible avec s"t" > O, done entraine s"t" ~ O; mais alors la 
partie r6elle 1 + as 'F - -as" t "es t  7> 1 et ne peut ~tre nulle; et par 
cons6quent il faut que s' = t' = O. 
Le lemme, 6rant v6rifi6 pour n = 2, peut maintenant ~tre 6tabli par 
r6currence surn. L'hypoth6se de r6currenee est que la forme earact6ristique 
Pn-x, si les [(n -- 1)(n -- 2)]/2 param6tres (variables de sommet a~) ont 
des valeurs positives, ne peut s'annuler pour des valeurs 5~ parties r6elles 
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non-n6gatives des variables sxsz ... s,,_l si l'une au moins de ces parties 
r6elles est strictement positive. 
Consid6rons alors, avec des valeurs positives des [n(n - -  1)]/2 param+tres 
a~q (les [ (n -  1 ) (n -  2)]/2 pr6c6dents plus les n -  1 paramatres a~,,), 
l'6quation 
Pn(s1,  S 2 ..... Sn_l , S,~) = O, 
et supposons cette 6quation satisfaite pour un syst~me de valeurs des s~ 
telles que 
~(s~) ~> 0 (p = 1, 2 ..... n). 
Supposons que parmi les n indices p, il y en ait exactement A pour 
lesquels on ait ~(s~) > 0: il s'agit, en fait, de montrer que A ---- 0, ce qui 
se fera en excluant comme contradictoires les hypoth6ses A = 1, 2 ..... n. 
5.1. HYPOIH~SE A = 1. On ne restreint pas la g6n6ralit6 en supposant 
~(s~) > o 
et ~(s~) = 0 pour p = 1, 2 ..... n -- 1 ; c'est-g-dire 
r p 
s n = s n @ is" n ' Sn > O, 
S~ = is~ (p = 1,2 ..... n -- 1). 
II y a alors deux sortes de termes parmi les 2 "C'~-a)/z termes de P , ,  
termes dont chacun comporte le produit d'un nombre total pair  de 
facteurs s~(p = 1, 2,..., n): ceux qui ne contiennent pas le facteur s , ,  
et qui sont par cons6quent r6els, et ceux qui le contiennent et qui sont 
doric des produits de s, et d'un imaginaire pur. D'o/a, en sommant, 
P,~ = U + s ,  iV,  (3) 
avec U et V r6els; ou, en explicitant les parties r6elles et imaginaires, 
P ,  = U- -  s~V + i s 'V .  
Si Pn = 0, il faut donc d'abord que la partie imaginaire de P,, s'annule, 
d'otl (puisque s'n > O) V = 0; mais alors on a aussi U = O. Finalement 
l'hypoth6se ntraine, d'apr6s (3), que Pn doit s'annuler pour  toute valeur 
de s,, ; notamrnent pour sn = 1, ce qui impose que 
P , (s t  , s2 ,..., s,~-l , I) = O. 
Or si l'on se reporte b. (2), on voit que cela implique 
P,,- l(Sl  + al . . . . . .  s,,_l + a~_l.,) = O, 
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puisque 1 + s~a~n =/= 0 pour p = 1, 2 ..... n -- 1. Mais cela est impossible 
en vertu de l'hypoth6se de r6currence puisque, en raison de la propri6t6 
(3.5.), on a 
~(s~a~)  >0 pour p= 1,2, . . . ,n- -  1. 
I1 est donc exclu que l'on puisse avoir A = 1. 
5.2. HYPOTHi~SE A ~> 2. A est le nombre d'indices p distincts pour 
lesquels on a ~(s~) > 0. Or ce nombre, tant qu'il est >/-2, peut toujours 
6tre diminu6 d'au moins une unit& En effet, s ip et q sont deux indices 
tels que ~'(s~) > 0 et ~(sq) > 0, l'6quation 
Pn( .... s~,...,sq .... ) = 0 
peut s'6crire 
A + Bs~ + Csq + Ds~s~  O, (4) 
ofl A, B, C, D ne d6pendent que des s~ d'indices r autres que pet  q" 
On peut alors, en faisant varier s~ et sq seuls, sans cesser de satisfaire ~t (4), 
faire en sorte que la partie r~elle de Fun d'eux s'annule alors que l'autre 
demeure non-n6gative; le nombre A des variables de sommet qui ont une 
valeur ~t partie r6elle positive diminue ainsi d'une unit6 au moins et 
peut-~tre de deux unit~s. 
De proche en proche on peut par ce proc6d6 se ramener b. l'hypoth~se 
A = 1, dont on a d6jh montr6 l'impossibilit6. L'hypoth~se ?t~ 2 est 
donc 6galement impossible. 
On a bien finalement A ---- 0, ce qui d~montre l lemme. 
6. EXTENSION AUX MULTIGRAPHES 
On a vu au ~4 que la forme caract6ristique d'un graphe complet pouvait 
se d6finir soit par l'expression (1), soit h partir du produit des facteurs 
1 + a~qs~sq. L'une et l'autre mani6re de faire s'6tendent sans peine aux 
multigraphes quelconques. 
Etant donn6 un multigraphe valu~ M = (6 a, ~r % w) nous ~crirons 
donc, en d6signant toujours par fl(~r le bord de ~r 
9 ~ C ~  a ~ ao~8(d r)
Pour les m~mes raisons que pr6c6demment, on peut former cette m~me 
expression (5) ~ partir du produit 
I I  [1 -[- eo((x) s(a) t(a)], 
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oil s(a) et t(o 0 sont les variables relatives aux deux sommets qui sont 
extr~mit~s de l'ar&e a, en prenant soin de remplacer par 1 tout produit 
d'une variable de sommet par elle-m~me. Supposons que a et b soient 
les valeurs (positives) de deux ar&es qui ont les m~mes extr6mit6s, et que 
les variables relatives h ces extr6mit6s oient se t  t. On aura alors, en 
associant les deux facteurs 1 § ast et 1 d- bst: 
(1 § ast)(1 § bst) --= 1 + abs2t 2+ (a + b) st. 
Apr6s remplacement des z et t 2 par 1, il appara~tra le facteur 
1 + ab § (a + b) st = (1 ~ ab)[1 + (a ~ b) st] (cf. w 
11 reviendra donc au mSme d'introduire les deux facteurs 1 § ast et 
1 + bst ou d'introduire le facteur unique 1 + (a +. b)st; le facteur 
1 + ab ne joue aucun r61e puisque P(M) n'est intfressant que par les 
syst+mes de valeurs des variables de sommet qui l'annulent, et que 
certainement 1 § ab ~ O. 
Donc, 6tant donn6 un multigraphe valu6 positivement M-  
(6e, d ,  % co), dans lequel il nous faut pour l'instant supposer que c; est 
une surjection (il y a au moins une arSte reliant deux sommets 
quelconques), on peut en d6duire un graphe complet M0 de m~mes 
sommets, en remplagant l'ensemble de toutes les ar~tes ala~ ... qui relient 
deux sommets donn6s par une arSte unique ~ ayant pour valeur 
O.)O(O~ ) ~ O3(C~1) -J- r "j- " ' ' .  
Dans ces conditions P(M) s'annulera en mfime temps que la forme 
caract6ristique du graphe complet 34o. 
I1 reste le cas o0 ~ ne serait pas une surjection, c'est-h-dire oh entre 
deux sommets de variables et t il n'y aurait aucune ar~te; mais ce cas 
est manifestement un cas limite de celui oh il y aurait une ar&e de valeur 
positive a, avec a tendant vers 0. 
On volt finalement ainsi que le lemme fondamental s'6tend h tous 
les multigraphes valu6s positivement sans distinction: la forme carac- 
t6ristique P(M) ne peut s'annuler si pour tout p on a ~(s~) ~ 0, ~t moins 
que tous les s~ soient imaginaires purs. 
7. PASSAGE AUX POLYN()MES ASSOCII~S 
Pour 6tablir la propri6t6 des polyn6mes associ~s annonc6e au w il suffit 
d'appliquer le lemme fondamental en supposant que l'on donne/t toutes 
les variables de sommet s~ du multigraphe M une m~me valeur complexes. 
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Le lemme entraine qu'il ne peut y avoir annulation de la forme carac- 
t6ristique que pour des valeurs de s imaginaires pures. Mais chaque terme 
a alors un degr6 pair 20 en s; 20 est le cardinal du bord du graphe partiel 
correspondant de M; si l'on veut faire apparaitre un terme ayant pour 
degr6 le cardinal de l'anti-bord, on est amen6/t remplacer s 2~ par z n-~~ = z h, 
n 6tant le nombre de sommets de M. En faisant enfin pour les coefficients 
la convention d'alternance de signe indiqu6e en 2.3., on retombe xacte- 
ment sur la proposition annonc6e:/e polyn6me Q~t(z) associd ~un multi- 
graphe quelconque M valud positirement e peut avoir que des zdros r~els. 
8. GRAPHES PARTIELS D'UN MULTIGRAPHE 
Consid6rons un multigraphe quelconque (non.valu6) M = (6 a, d ,  r 
et faisons-lui correspondre un graphe G = (S~, d* ,  9*) par le proc6d6 
suivant: 
8.1. d*  est l'ensemble quotient de d par la relation d'6quivalence 
~(~1) = ~(~2) (ar~tes ayant m~me paire d'extr6mit6s). 
8.2. ~o* est d~fini par le fait que ~o*(a*) ---- ~(~) si et seulement si ~ ~ a*. 
L'application ~* &ant injective, G est bien un graphe, que l'on peut 
appeler le graphe de base du multigraphe M. Tout multigraphe partiel 
de M a 6videmment un graphe de base, qui est un graphe partiel de G. 
D'autre part G donne lieu h la d6finition naturelle d'un graphe valu6 
(G, co) = (6 p, d* ,  ~*, oJ), en d6finissant oo(a*) comme le cardinal de ~* 
(qui est un ensemble d'ar~tes de d ) .  
Chaque ar~te de G a ainsi pour raleur un entier positif qui est si l'on 
veut le nombre d'ar~tes de M qui ont m~mes extr6mit6s qu'elle (figure 2). 
. y  
(M) (G) 
FIGURE 2 
De plus, si l'on consid6re un graphe partiel G' de G, leproduit des valeurs 
des ar~tes de G' s'interpr6te imm6diatement comme le nombre de graphes 
partiels qui ont G' pour graphe de base. 
A partir d'un multigraphe M, les coefficients C du polyn6me associ6 
au graphe valu6 (G, co) ont done une signification 6num6rative simple: 
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I C I est un nombre de graphes partiels de M, et la somme des coefficients 
de z h dans le polyn6me est, au signe pr6s 6ventuellement, le nombre total 
de graphes partiels du multigraphe M dont l 'anti-bord se compose de h 
sommets. 
Ainsi, si l 'on reprend la figure 1, qui se trouve repr6senter un graphe G, 
avec par exemple, a = 3, b = 4, c = d = 1, le polyn6me Q(z) 6crit au 
w devient Q(z) --  13z 4 - 60z 2 + 7; ce polyn6me est alors l '6num&ateur 
des 80 graphes partiels du multigraphe M repr&ent6 par la figure 3; 
80 = (a + 1)(b + l)(c + 1)(d + 1). 
En vertu de la proposit ion 4tablie ce polyn6me n'a que des z6ros r6els 
(comme on le v4rifie ici imm4diatement); on aurait pu de m~me prendre 
n' importe quelles valeurs enti4res positives pour a, b, c, d. 
2? 
FIGURE 3 
9. GR~rms PARTIELS D'UN GRAPHE 
Tout ce qui vient d'&re dit au w demeure vrai dans le cas particulier 
ofa le multigraphe de d6part M est d6j~t lui-m~me un graphe; mais les 
choses sont alors consid6rablement plus simples puisque le graphe de 
base G est alors M lui-m~me (ou du moins lui est isomorphe). Toutes les 
"valeurs" de (G, oJ) sont 6gales ~ 1, ainsi par consequent que tous les 
coefficients individuels I C I. 
Mais on peut dans ce cas apporter des pr6cisions suppl6mentaires 
quant aux propri6t6s du polyn6me 6num6rateur. 
9.1. Supposons en effet, pour commencer, que G soit un graphe connexe 
de n sommets et k ar&es, ce qui exige, on le sait, que le nombre 7 = 
k -- n -4- 1 ("nombre cyclomatique" dans [1], "circuit rank" darts [4]) 
soit non-n~gatif. I1 est alors ais6 d'&ablir les propri&6s ci-apr&: 
9.1.1. Si y ---- 0, ou k = n -- I, c'est-'~-dire si G est un arbre, toute 
partie de cardinal pair de l'ensemble des sommets est bord d'un graphe 
partiel de Get  d'un seul. I1 en r6sulte imm6diatement que dans ce cas 
le polyn6me 6num6rateur Q(z) est 
- -  + . . . .  Q(z) 
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Le fait que ce polynSme ait tous ses z6ros r6els peut alors ~tre 6tabli de 
fagon 616mentaire it partir de la formule de Moivre: les z6ros se trouvent 
~tre 6gaux aux valeurs num6riques de 
(2h + 1)~r (6) 
cotg 2n 
pour n valeurs enti6res cons6cutives de h. 
9.1.2. Si y > 0, ou k > n -- 1, on peut 6tablir sans difficult6, par 
exemple par r6currence sur y, que si l'on se donne a une partie arbitraire, 
de cardinal pair, de l'ensemble des sommets de G, il existe exactement 
2 ~ = 2 k-n+1 graphes partiels de G qui poss6dent cette partie comme bord. 
On a alors 
Q(z) = [z. - + (4)z . - ,  . . . .  ]; 
le polyn6me 6num6rateur est proportionnel /l celui du cas pr6c6dent, 
e ta  ainsi encore les m~mes z6ros. 
9.2. Si maintenant on suppose G non connexe, il ne suffit plus, pour 
qu'une partie de l'ensemble des sommets de G soit un bord, qu'elle soit 
de cardinal pair: il faut encore qu'elle ait un nombre pair de sommets 
en commun avec chacune des composantes connexes  Gx, G2 ,... de G. 
I1 est alors facile de se rendre compte que le polynSme Q(z) correspondant 
sera simplement le produit des polyn6mes Ql(z), Q2(z) .... relatifs h ces 
composantes connexes. 
10. MULTIGRAPHES PARTIELS D'UN MULTIGRAPHE 
A titre de compl6ment naturel aux ~8 et 9 ci-dessus, il est int6ressant 
de se demander quel sera le polyn6me 6num6rateur des multigraphes 
partiels M'  d'un multigraphe donn6 M = (.2T, d ,  q~), de n sommets. 
Nous supposerons M connexe; le cas off il ne le serait pas est justiciable 
d'une remarque identique ~t celle qui vient d'etre faite en 9.2. 
Supposons que le graphe de base G de M, tel qu'il a 6t6 d6fini au w 
poss6de k ar@tes num6rot6es de 1 h k, et correspondant respectivement b. 
a l ,  a2 ..... ak ar~tes de M. Consid6rons alors un multigraphe partiel M'  
de M, forms en prenant respectivement bx, b2 ,..., bk de ces ar~tes 
(0 ~< b~ ~< a~ ,p ---- 1, 2,.., k). 11 est clair que le bord de M'  ne change 
pas si l'on remplace tous les b~ par des entiers de m~mes parit6s respectives, 
notamment par des entiers pris dans {0, 1}; autrement dit le bord de M'  
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est le ra~me que celui d'un graphe partiel G' de G, d6fini par le fait que 
l'on conserve l'ar~te num6rot6e ps i  et seulement si by est impair. 
Si l 'on se donne une partie B de cardinal pair de •, il y a, on l'a vu, 
2 ~-'~+a graphes partiels de G qui ont pour bord B. Si G' est un de ces 2 k-'+~ 
graphes, on trouve des multigraphes partiels M'  de M qui ont encore m6me 
bord B en imposant h by d'etre impair si l'ar~te num6rot4e p appartient 
G' et pair dans le cas contraire. Mais quel que soit l'entier positif a, 
le nombre de mani6res de ehoisir dans un ensemble de a 616ments (arfites) 
une pattie dont le cardinal a une parit6 impos6e est 2~-a; on trouvera 
done ainsi un nombre de multigraphes partiels M '  6gal 
2 r X 2 ~-1 • "'" • 2 ~ = 2 ~+~+'''+%-k. 
On voit que, pour B donn6, le nombre de multigraphes partiels ainsi 
obtenu sera 
2 k-n+1 X 2 al+a~+'''+ak-~" z 2 al+a2+'' '+%-n+l ~ 2 K-n+1, 
en appelant K le nombre total d'ar~tes de M; d'ofi finalement ]e polyn6me 
6num6rateur 
On voit, en comparant avec (7), que les graphes partiels d'un graphe 
donn4 et les multigraphes partiels d'un multigraphe donn6 conduisent, 
dans le cas de connexit6, h des polynSmes 6num4rateurs proportionnels, 
dont les z6ros sont donn6s par (6). La proposition 6tablie au w pour 
les graphes partiels d'un multigraphe donn6, qui peuvent donner des z6ros 
tout autres mais toujours r6els, est donc beaucoup plus forte que celle 
des w167 et 10. 
11. PARENTt~ AVEC UN PROBLI~ME DE Mt~CANIQUE STATISTIQUE 
I1 est intdressant de voir ce que devient le lemme fondamental du w 
lorsque l'on fait subir h toutes les variables, qu'elles soient de sommet 
ou d'arate, la transformation complexe involutive d6finie par 
zz' + z + z' := 1, (8) 
qui poss6de en particulier la propri4t6 de faire correspondre au demi-plan 
complexe ouvert .~(s) > 0 le domaine ouvert d6fini par r s' ! < 1 et au 
demi-axe r6el ouvert a > 0 l'intervalle r4el ouvert --1 < a' < 1. Nous 
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6crirons, sous r6serve que la valeur - -  1 soit interdite b. toutes les variables, 
t 
9 1 - -  a~ 
1 - -  $~ et  a~ = - - - - - -7 - .  
s~= l+s~ l+a~ 
Nous nous int6resserons au num6rateur N, de l'expression P ,  du ~,  
formule (1), une fois effectu6e la r6duction au m~me d~nominateur (lequel 
t t est le produit des n facteurs 1 + s~ et des [n(n -- 1)]/2 facteurs I + a~). 
Ainsi pour n = 2, on a Pz = 1 + a~2sxs~, ce qui donne 
N~ = (1 + a~2)(l + s~)(1 + s~) 
+ (1 -- a~2)(1 --  s~)(1 -- s~) 
9 t 9 t p t t 9 t t t 9 
1 + a12 -}- s I -~- s 2 2r- a12 S1 -~- a12 S2 + S1 S2 + ale 81 Sit 
9 t t 9 9 p t t t t 9 t + 1 - -a l~- -S l - -S2+ + + ax2 s1 ax2 sz $1 s2 --  a12 s1 $2 
d'o0, en ne conservant que les colonnes soulign6es puisque les autres 
ont une somme nulle, 
t t t ,  9  N 2 = 1 q- a12 S1 ~- a12 s~ + s 1 ~2. 
Pour n = 3, on trouverait de m~me, mais apr6s formation d'un tableau 
de 8 lignes et 64 colonnes que nous ne reproduisons pas: 
r t t t 
- = a12 a2a se a~z a~a 8N3 1 + a12 a13 sl + ' ' '+  s3 
+ a~a a'~a s~ s~ + a~2 a~a Sl s~ + a12 a~a s~ s~ + Sl s~ s~ 
On voit que dans les deux cas il subsiste en fin de compte autant de 
produits de variables de sommets qu'il y a de parties S' dans 6 e, et que 
chacun de ces produits a pour coefficient un produit de variables d'ar~tes 
d6fini sur la partie A' de ~r qui est le cocycle de S', A' = ~(S'); le cocycle 
de S' 6tant d6fini comme i'ensemble des ar~tes qui ont une extr6mit6 et 
une seule dans S'. 
Ce fait se produit quel que soit n, et cela pour les raisons suivantes. 
Le tableau g6n6ral des termes a 2 ~t~ 11/2 lignes et 2 "~+I~/2 colonnes; 
chacune de ces colonnes contient des termes semblables, relatifs h une 
association particuli6re d'une partie A' de d et d'une partie S' de Sf, ou, 
en utilisant des sommes cart6siennes, d'une partie A' + S' de ~r + S~. 
Or chaque terme est relatif ~ une ligne d6finie par A + fl(A), et il est 
pr6c6d6 du signe + ou du signe -- suivant que A +/3(A)  et A' + S' ont 
en commun un nombre pair ou impair d'616ments. 
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Mais il est clair, par suite de la d6finition de la notion de bord, que 
l'ensemble H des A + fl(A), quand A d6crit l 'ensemble des parties de ..u/, 
poss6de une structure de groupe pour l'op6ration "difference sym6trique'" 
ou A; ce groupe (H, A) peut atre engendrd par les [n(n - 1)]/2 ensembles 
particuliers 
{{p, q}} + {p, q}. (9) 
D'autre part, si U e Het  V e H, et si Z est une partie fixe de xJ -- .~, 
on a manifestement 
parit6 de (U/~ V) n Z -- parit6 de U c~ Z Jr- parit6 de Vn  Z 
(il s'agit des parit6s des cardinaux, 0 pour les cardinaux pairs, 1 pour 
les impairs, addition mod. 2). I1 en r6sulte que les signes de chaque 
colonne du tableau des termes d6finissent un homomorphisme du groupe 
(H, A) dans le groupe multiplicatif {+,  --} muni de la ragle ordinaire 
des signes. Et par cons6quent deux circonstances seulement sont possibles: 
ou tous les signes de la colonne sont +,  ou il y a autant de signes + que 
de signes --.  
Pour que la premi6re circonstance se produise, une condition suffisante 
est que A' = y(S'). On le volt sur les ensembles g6n6rateurs (9). Si les 
sommets pet  q sont tous deux dans S' ou tous deux ~trangers ~t S', l'ar6te 
{p, q} ne peut ~tre dans A'; et si un seul de ces sommets est dans S', c'est 
en outre {p, q} qui appartient h y(S') = A'; d'o/J intersection paire dans 
tousles cas. 
La condition A '= y(S') est d'ailleurs n~cessaire pour qu'il en soit 
ainsi. Car si l'on avait A' ~ y(S'), il existerait soit dans A' une ar&e 
6trang6re g y(S'), c'est-~-dire ayant 0 ou 2 extr6mit6s darts S', soit darts 
y(S') une ar&e 6trang6re ~ A'; et dans les deux cas l'arate en question 
d6finirait un ensemble g6n6rateur (9) qui couperait A' + S' suivant un 
ensemble de cardinal impair. 
La propri6t6 observ6e pour n -- 2 et n = 3 est donc ~tablie pour 
n quelconque, ce que l'on peut ~crire 
2-"'"-1'/~N, = 2 ( I ]  a;qI~ s'~)" 
S "C2~' {p,q}~ylS') ~sS' 
Le lemme du w transform6 par (8), donne une propri6t6 de l'expression 
du second membre ci-dessus: si tousles a'~,, sont des nombres r6els fixes 
appartenant h l'intervalle ouvert ] - -1 , - -  1[, alors cette expression ne 
peut 6tre annul6e par un syst6me de nombres complexes ~ de modules 
)-1 que si tous ces s~ sont de module 1. 
Cette derniare propri6t6 avait 6t6 rencontr6e par Lee et Yang b. l'occasion 
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d'une classe de probl~mes de m~canique statistique; nous devons la 
r6f6rence [3] correspondante ~t M. H. Carnal, professeur ~t l'Universit6 
de Berne. 
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